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Wyglad publikacji podsumowujacej zesztoroczng edycje. Ponizej
znajduja sie przyktadowe zadania i rozwigzania zamieszczone w
broszurze.

Zadanie 16

Liczby z,y maja odpowiednio 99 i 101 naturalnych dodatnich dzielnikoéw, wliczajac w to
11ix czy y. Czy mozliwe jest, zeby ich iloczyn mial doktadnie 2020 dzielnikéw?
Zadanie 17

Wyznacz miary katow tréjkata o bokach a, b, ¢ wiedzac, ze jego pole jest réwne % (a® +b?).
Zadanie 18

Punkt M jest srodkiem boku AB w trojkacie ABC. Na odcinku C'M dany jest taki punkt
D, ze |AC| = |BD|. Wykaz, ze SMCA = SMDB.

Zadanie 19

Rozwiaz uktad rownan w liczbach catkowitych nieujemnych:

Ve+y+/z=T

VZ+24+y="1
Vy+z+yx=5

Zadanie 20

Kasia ma trzy corki. Kazda z jej corek ma dwie wlasne corki. Kazda z szeSciu wnuczek
Kasi ma jedna corke. Na ile sposobow mozna wybraé¢ zbiér kobiet z opisanej wezesniej
rodziny Kasi tak, aby nie znalazla si¢ w nim zadna para matka-cérka. (Wliczajac w to
zbiér pusty.)

Zadanie 21

Wykaz, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej x zachodzi nier6wnosé:

: 1
;z:z-l-z— >x+1
zét—z+1



Zadanie 16

Sposéb I: Zauwazmy, ze liczba n o rozkladzie na czynniki pierwsze réwnym p{* - p§? -
...-Pp* ma doktadnie (aq +1)(az+1) ... (g + 1) dzielnikéw. Jest to znany fakt, ktérego
dowdd pozostawiamy jako proste ¢wiczenie.

Na mocy powyzszego faktu rozwazane liczby majace 99 i 101 dzielnikéw sa kwadratami
liczb caltkowitych. Istotnie, kazdy z wyrazéw («; 4+ 1) musi by¢ nieparzysty, zatem kazda
z liczb «a; jest parzysta. Zatem ich iloczyn réowniez jest kwadratem liczby catkowitej. Stad
liczba jego dzielnikow jest nieparzysta, zatem w szczegdélnosdci nie moze wynosi¢ 2020.

Sposéb II: (A. Pietrasz) Na mocy faktu ze sposobu I mozemy zapisaé:

x,y=pit-ps? ..o pt

Zatem poniewaz jedyne przedstawienia liczby 99 jako iloczyn liczb catkowitych wiekszych
od1to11-3-3,11-9, 33-3 oraz 99 oraz jedyne takie przedstawienie liczby 101 to 101
mozemy zapisac:

z = p}® lub pi?p3 lub pi°p} lub pi°p3p3

dla pewnych parami réznych liczb pierwszych pi, pa, p3 oraz y = ¢'%° dla pewnej liczby
pierwszej.

Teraz jedli liczby q, p1, p2, p3 sa parami rézne to liczba xy ma, niezaleznie od przedstawie-
nia liczby x, 99 - 101 = 9999 # 2020 dzielnikéw. Rozwazajac przypadki ¢ = p1,q = pa,
q = ps3 oraz odpowiednie przedstawienia dochodzimy do wniosku, ze ich iloczyn nie moze
mie¢ 2020 dzielnikéw.

Zadanie 17
Sposéb I: (M. Sosnowski) Wiemy, ze pole tréjkata o bokach a,b i kacie v miedzy nimi
jest réwne % -absiny. Musi by¢ zatem:

(a2 + b2) = % -absin~y ()

N

-ab. Stad:

. . . 1 " 1
jednakze sinz < 1, zatem 3 - absiny < 5

Zatem musi by¢ a = b. Podstawiajac te informacje do (%) mamy siny = 1, czyli v jest
katem prostym. Jedyne mozliwe miary katéw trojkata prostokatnego réwnoramiennego
to 90°,45°,45°, zatem sa to szukane wartosci.

Sposoéb II: Najpierw zauwazmy, ze +(a? + b?) > 1 - ab. Istotnie, mnozac te nieréwnosé
obustronnie przez 4 otrzymujemy a? + b > 2ab, skad a® — 2ab + b> = (a — b)? > 0.
Ponadto réwnos¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy a = b.
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Niech P bedzie rozwazanym polem, a h wysokoScig opuszczong z wierzchotka A na bok
BC o dtugoéci a. Oczywiscie h < b, przy czym réwno$é¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy,
gdy kat ACB jest prosty. Dalej zapiszmy:

Zatem aby zachodzily warunki zadania obie nieréwnosci musza staé si¢ réwnosciami.
Zatem w szczegollnosci % -ah = % - ab, czyli b = h, skad wiemy, ze kat ACB jest prosty.
Ponadto % -ab = i(a2 +b%), czyli a = b, zatem jest to tréjkat réwnoramienny. Jedyne
mozliwe miary katow tréjkata prostokatnego réwnoramiennego to 90°,45°,45°, zatem sa

to szukane wartosci.

Zadanie 18
Sposéb I: (M. Sosnowski) Przyjmijmy oznaczenia jak na ponizszym rysunku. Z twier-
dzenia sinuséw dla tréjkata ACM mamy I;HC; = |§fi| oraz z twierdzenia sinuséw dla

tréjkata BDM mamy LBD = BM]|

sin(180°—B) ~  siny °




Jednakze sin(180° — ) = sin 8 oraz |AC| = |BD|, zatem:
|AM|  |AC| |BD| _ |BM|

sina  sinf  sin(180° — B)  siny
dalej |AM| = |BM]|, zatem sina = sin~y. Stad a =~y lub v = 180° — a.

Jednak jesli v = 180° — « to miary katow w tréjkacie DM B sa réwne:

v+ (180° — B) + SMBD = 180° — a + 180° — 3+ IMBD = 180°
czyli a + 8 — SMBD = 180°. Dalej z sumy katéw w trojkacie CM A mamy o + 5 +
JMAC = 180°. Laczac te dwie réwnosci mamy M AC = —JIMBD, co nie ma sensu
geometrycznego, zatem ten przypadek nie zachodzi. Zatem o = 7, co konczy dowdd.

Sposéb II: Oznaczmy przez E punkt symetryczny do punktu D wzgledem punktu
M. Wtedy $rodki przekatnych czworokata AEBD pokrywaja sie, wiec jest to réwno-
legtobok.

Zatem zachodza réwnosci |AE| = |BD| = |AC|, czyli tréjkat ACE jest réwnoramienny.
Stad IMCA = M E A jako katy w tréjkacie réwnoramiennym oraz SMFEA = <M DB,
gdyz proste BD oraz AE sa réwnolegle jako przeciwleglte boki réwnolegtoboku. FLaczac
te dwie rownosci otrzymujemy teze.

\
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Sposéb III: Niech F' bedzie takim punktem, ze trojkaty AMC i BF D sa przystajace
oraz punkty F'i M leza po przeciwnych stronach prostej BD. Z réwnosci:

IBMD + SBFD = 4BMD + JAMC = 180°

wynika, ze na czworokacie BFDM mozna opisaé¢ okrag. Katy <MDB i 4BFD sa
wpisane w ten okrag i oparte na cieciwach réwnej dlugosci, a co za tym idzie i na tukach
réwnej dlugosei, zatem maja réwne miary. Stad M DB = <FDB.
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Ostatecznie, z zalozenia o przystawaniu tréjkatéw mamy 4FDB = 4MCA. Laczac te
dwie réwnosci otrzymujemy teze.

F

Sposéb IV: (A. Pietrasz) Niech E bedzie rzutem prostokatnym punktu A na prosta
CM, a F rzutem prostokatnym punktu B na prosta CM. Mamy JEMA = <BMF
jako katy wierzchotkowe. Ponadto JAEM = {BFM = 90° z zalozenia. Zatem trojkaty
AME i BM sa podobne. Ponadto maja one odpowiedni bok réwnej dlugosci - |AM| =
|BM| z zalozenia, zatem sa przystajace. Stad réwniez |AE| = |BF)|.

Dalej, tréjkaty prostokatne (z zal.) AEC i BFD maja dwa boki réwne (|AE| = |BF|,

|AC| = |BD|) zatem na mocy tw. Pitagorasa trzeci bok réwniez jest réwny. Zatem
z cechy podobienistwa bok-kat-bok sa przystajace, czyli IMCA = M DB.
C




Zadanie 19
Sposéb I: Przyréwnajmy pierwsze rownanie do drugiego:

VEFty+vVz=vVr+z+y

Podnoszac obie strony do kwadratu mamy:

r4+y+2vVzz+y)+z=ax+z+2Vylz+2)+y
Var+y) = Vylz +2)

2T+ 2Y = Yyr + 2y

x(z—y)=0
Rozwazmy dwa przypadki:
1° z —y =0, skad z = y i mamy:
{\/m +Vi=T
V2 ++x =5

jednak aby istnialy rozwiazania y i 2y musialyby by¢ jednocze$nie kwadratami liczb
catkowitych, co jest oczywiscie niemozliwe. (Aby liczba byla kwadratem to kazdy
wyktadnik w rozkladzie na czynniki pierwsze tej liczby musi byé parzysty, a wy-
kladniki przy liczbie 2 réznia si¢ o jeden, zatem sa réznej parzystoSci.) Zatem
w tym przypadku nie ma rozwiazan.

2° x =0, wtedy otrzymujemy nastepujacy uktad:

VY +VzZ=T
Vy+tz=5

zauwazmy, ze:
25 = (Vi T 2)® = (Vi +V2)? = 257 =49 — 2%

skad otrzymujemy ,/yz = 12. Podstawiajac p = |/, q = \/z mamy:

ptq=17
pqg =12

Rozwiazujac ten prosty uktad otrzymujemy (p,q) = (3,4), (4, 3).

Zatem rozwigzania tego ukladu to: (z,y,2) = (0,9, 16), (0,16,9).
Sposéb II: (A. Szwaja) Zauwazmy, ze z,y < 49 oraz x < 25 oraz kazda z tych liczb

musi by¢ kwadratem liczby catkowitej. Stad:
z,y € {0,4,9,16,25,36,49} oraz x € {0,4,9,16,25}

Ponadto liczby x4y, x + z, y + 2z réwniez musza by¢ kwadratami liczb catkowitych. Zatem
co najmniej dwie z liczb z,y, z sa parzyste. W przeciwnym wypadku biorac dwie liczby
nieparzyste, np. b. s. o. z oraz y mamy = = y = 1 modulo 4 (bo sa to kwadraty liczb
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calkowitych, zatem nie moga dawaé reszty 3 modulo 4), ale wtedy = + y = 2 modulo 4,
a nie jest to reszta kwadratowa.

Teraz sprawdzajac mozliwe sumy dwéch elementéw zbioru {4, 16,36} widzimy, ze zadna
nie jest kwadratem, zatem co najmniej jedna z liczb x,y, z jest zerem. Rozwazmy przy-
padki:

1° Wszystkie liczby sa réowne 0, tj. * = y = z = 0. Jednak ta tréjka nie jest rozwiaza-
niem ukladu.

2° Dwie liczby sa réwne 0. = = y = 0 implikuje /2 = 7 z pierwszego réwnania
oraz v/z = 5 z trzeciego réwnania - sprzeczno$¢. Podobnie dla x = 2z = 0 mamy

Vy=T#5b=yorazdlay=2z=0mamy /x =7 #5 = /x.

3° Jedna liczba jest rowna 0. Jesli z = 0 to otrzymujemy uktad réwnan:

VI+Vz=T
Vy+z=5

skad (x,y,z) = (0,9,16), (0,16,9). Z kolei jesli y = 0 to otrzymujemy w szczegdl-
nosci:
=7 2v/xz =49
VIt VvE L ret eV = oz =0
Vr+z=17 r+2z2=49

zatem ktéra$ z liczb z, z jest rOwniez réwna 0, co jest sprzeczne z zatozeniem. Ana-
logicznie pokazujemy, ze z # 0.

Jedyne rozwiazania tego ukladu to (x,y, 2) = (0,9, 16), (0, 16,9).

Zadanie 20

Zacznijmy od rozwazenia zbiorow, w ktérych znajduje sie¢ Kasia. Wtedy oczywiscie nie
znajduje sie w nich zadna z jej cérek. Dla kazdej z szeSciu jej wnuczek wybieramy albo te
wnuczke (W;), albo jej cérke (P;), albo zadna z nich. Zatem dla kazdej z szeSciu wnuczek
mamy 3 niezalezne od siebie opcje wyboru, zatem jest ich acznie 36 = 729.

Ll L
P1 P2 P3 P4 P5 PG

Zbiory z Kasig

Dla zbioréw, w ktérych nie ma Kasi potraktujmy kazda z jej corek jako glowe jednej
z parami rozlacznych rodzin. Dla kazdej z cérek mozemy:

a) wybraé te coérke i wnuczeta tej cérki na 4 sposoby (W albo W’ albo WW' albo
nikt),
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b) nie wybraé¢ tej corki i wybraé ktéry$ z dozwolonych 32 = 9 zbioréw jej cérek
i wnuczek (zliczanie w sposéb analogiczny do tego w akapicie zawierajacym zbiory

z Kasia).
C
7N
w w’
| |
P P’

Zatem dla kazdej cérki mamy 4 + 9 = 13 réznych opcji, a poniewaz wybory dla kazdej
cérki sa od siebie niezalezne to zbioréw bez Kasi jest 133 = 2197. Zatem wszystkich
takich zbioréw jest lacznie 729 4 2197 = 2926.

Uwaga! Dla zbioréw bez Kasi 13 mozliwosci jednej ,,gatezi rodziny” mozna zliczy¢ nastepujaco:

1 zbiér zeroelementowy (pusty), 5 zbioréw jednoelementowych (poszczegdlne cztonkinie rodziny),
5) —4 = 6 zbioréw dwuelementowych (wszystkie mozliwe bez czterech par matka-cérka, czyli

CW,CW' WP,W'P"), 1 zbiér tréjelementowy (CPP’) oraz zero zbioréw o wigkszej mocy (bo

musiataby sie w nich znalezé pary matka-corka).

Rozwazmy drzewo genealogiczne Kasi jak na rysunku:

Cl/ \03
- | ™\

SHENEY

Drzewo genealogiczne rodziny Kasi

Zadanie 21
Sposéb I: Zauwazmy, ze:

1\> 3_3
2 _ 1 0.9
x+1(:c 2) +4_4>0

bo kwadrat liczby rzeczywistej jest liczba nieujemna. Zatem mnozac obustronnie razy
2

z® — 2 + 1 nie zmieniamy kierunku nieréwnosci. Mozemy zapisac:
2@+ ) +1> (2 +1)(2* -z +1)
x4fz3+12+12x37x2+x+x2f:v+1
498 + 22 >0
2?2 =20 +1)>0
2?(x—1)2>0
Poniewaz kwadrat liczby rzeczywistej jest nieujemny to iloczyn dwoch kwadratéow liczb
rzeczywistych réwniez jest nieujemny.

Uwaga! Réwnanie mozna rozwiaza¢ podobnie rozwazajac osobno przypadek z = —1 a nastepnie

mnozac dany utamek przez ;—ﬂ
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